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Introducao

Por que estudar grafos? Porque s3o:

® Importante ferramenta matematica com aplicacdo em diversas areas do
conhecimento;

® Existem centenas de problemas computacionais que empregam grafos com
sucesso.
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Conceitos Basicos

Grafo nao orientado

é um par G = (V, E) que consiste de:
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Conceitos Basicos

Grafo nao orientado

é um par G = (V, E) que consiste de:
® um conjunto finito, ndo vazio V, cujos elementos sdo designados por vértices;

® um conjunto E de pares ndo ordenados de elementos de V designados por
arestas.
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Conceitos Basicos

Exemplo 1. Considere o grafo G
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Conceitos Basicos

Exemplo 1. Considere o grafo G

V(G) = {a,b,c,f}
E(G) = {{a a}{a b}l {a,c}{a f}{f, f}{f c}}
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Conceitos Basicos

Exemplo 1. Considere o grafo G

V(G) = {a,b,c,f}
E(G) = {{a a}{a b}l {a,c}{a f}{f, f}{f c}}

= {e1, ey e3 €4, €5, €6}
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Conceitos Basicos

Grafo orientado ou digrafo

é um par G = (V, E) que consiste de:
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Conceitos Basicos

Grafo orientado ou digrafo

é um par G = (V, E) que consiste de:
® um conjunto finito, ndo vazio V, cujos elementos sdo designados por vértices;

® um conjunto E de pares ordenados de elementos de V designados por arestas.
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Conceitos Basicos

Exemplo 2. Considere o grafo G

V(G) = {a,b,c}
E(G) = {(a, a),(a,b),(c,b) (ac) (c, a)}

= {e1, ey, e3, €4, e5}
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

® uma aresta é incidente nos seus vértices extremos, 0s quais por esse motivo,
se dizem adjacentes;
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

® uma aresta é incidente nos seus vértices extremos, 0s quais por esse motivo,
se dizem adjacentes;

® Duas arestas com mesmos vértices extremos designam-se por arestas
paralelas;
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

® uma aresta é incidente nos seus vértices extremos, 0s quais por esse motivo,
se dizem adjacentes;

® Duas arestas com mesmos vértices extremos designam-se por arestas
paralelas;

® Uma aresta com extremidades no mesmo vértice, ou seja, e = vv, diz-se lago.
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Conceitos Basicos

Conceitos Basicos

® uma aresta é incidente nos seus vértices extremos, 0s quais por esse motivo,
se dizem adjacentes;

® Duas arestas com mesmos vértices extremos designam-se por arestas
paralelas;

® Uma aresta com extremidades no mesmo vértice, ou seja, e = vv, diz-se lago.

® todos os vértices sao
adjacentes;

® ¢; é um lago;

® ¢, e es sao arestas paralelas;

— = - = = ~a

22 de marco de 2021 8/29



Grau de um Vértice

Seja G um grafo e um vértice v de G.

denominado dg(v) ou simplesmente d(v), € o nimero de arestas que s3o
incidentes em v, sendo que a aresta que seja um lago conta duas vezes.
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Grau de um Vértice

Seja G um grafo e um vértice v de G.

denominado dg(v) ou simplesmente d(v), € o nimero de arestas que s3o
incidentes em v, sendo que a aresta que seja um lago conta duas vezes.

Exemplo 4.
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Grau de um Vértice

Observacio:

Em um grafo orientado, podemos falar do grau de entrada (indeg) e do grau de
saida (outdeg). E
d(v) = indeg(v) + outdeg(v).
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Grau de um Vértice

Observacio:

Em um grafo orientado, podemos falar do grau de entrada (indeg) e do grau de
saida (outdeg). E
d(v) = indeg(v) + outdeg(v).

Considere um grafo G.
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Grau de um Vértice

Observacio:

Em um grafo orientado, podemos falar do grau de entrada (indeg) e do grau de
saida (outdeg). E
d(v) = indeg(v) + outdeg(v).

Considere um grafo G.

Teorema
A soma dos graus dos vértices é igual ao dobro do nimero de arestas, ou segja,

D dv) =2E(G)

veV(G)
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Conceitos Basicos

Exemplo 5. Considere o grafo G
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Conceitos Basicos

Coroldrio. Num grafo arbitrdrio G, o nimero de vértices de grau

impar é par.
Considere um grafo com n vértices, dos quais m sdo de grau par e n — m de grau
impar. Verifica-se a identidade

n
D d(vi) =2,
i=1
i.e.,
m n—m
Z d(vy) + Z d(vj) é par
k=1 j=1

) rlmeiro somatdrio é soma de nimeros pares portanto é par. Deste modo,

n—

Z d(v;) também é par. Pelo facto de Z d(v;) ser soma de niimeros impares,
j=1 j=1
concluimos que n — m é par.
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Conceitos Basicos

Exemplo 6. E possivel ter um grafo com vértices de graus 1, 1, 2, 2,

2,3,4,4 4,67

10
Resposta: N3o. Y d(v;) é impar.
izl
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Conceitos Basicos

Exemplo 6. E possivel ter um grafo com vértices de graus 1, 1, 2, 2,

2,3,4,4 4,67

10
Resposta: N3o. Y d(v;) é impar.
izl

Exemplo 7. E possivel ter um grafo com quatro vértices de graus 1, 1,
3,e37

Resposta: Sim. Suponhamos que
divi) = 1, d(vo) = 1, d(vz) = 3 e
d(V4) =3.

4
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Grafos Especiais

Grafos Especiais
® Grafo Simples é um grafo que ndo tem lagcos nem arestas paralelas;
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Grafos Especiais

Grafos Especiais
® Grafo Simples é um grafo que ndo tem lagcos nem arestas paralelas;

® Grafo Nulo é um grafo sem arestas.

-
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Grafos Especiais

Grafos Especiais

® Grafo Simples é um grafo que ndo tem lagcos nem arestas paralelas;

® Grafo Nulo é um grafo sem arestas.

® Grafo Completo com n vértices é um grafo simples em que todos os pares

de vértices sdo adjacentes. Denotagdo: K.

K, K5

T ——ee
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Grafos Especiais

Grafos Especiais

® Grafo Simples é um grafo que ndo tem lagcos nem arestas paralelas;
® Grafo Nulo é um grafo sem arestas.

® Grafo Completo com n vértices é um grafo simples em que todos os pares
de vértices sdo adjacentes. Denotagdo: K.

Exemplo 8.

K, K, K, K, K5

T ——————er
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Determinacio de |[E(K,)|

K, tem:
® n vértices;
® d(vi) =n—1, para todo o v; € V(K,);

Portanto,
20E(Kn)| = i d(vi) =n(n—1),
i.e, o
[E(Kn)l = “(“2* Y
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Grafos Especiais

Grafos Especiais

® Grafo regular é aquele em que todos os vértices tém mesmo grau. Se o
grau for k, chamamos o grafo de k-regular.
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Grafos Especiais

Grafos Especiais

® Grafo regular é aquele em que todos os vértices tém mesmo grau. Se o
grau for k, chamamos o grafo de k-regular.

® Grafo bipartido é aquele em que o conjunto de vértices pode ser
particionado em dois subconjuntos V; e V5, tal que cada aresta do grafo tem
um extremo em Vj e o outro em Vs.
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Grafos Especiais

Grafos Especiais

® Grafo regular é aquele em que todos os vértices tém mesmo grau. Se o
grau for k, chamamos o grafo de k-regular.

® Grafo bipartido é aquele em que o conjunto de vértices pode ser
particionado em dois subconjuntos V; e V5, tal que cada aresta do grafo tem
um extremo em Vj e o outro em Vs.

® Grafo Bipartido Completo é um grafo bipartido com biparticdo V; e V, em
que cada vértice de V; é adjacente a cada um de todos os vértices de V5.
Denotagdo: Ky n, onde m = [V] e n = [V,|.
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Grafos Especiais

Exemplo 9. Grafo bipartido completo Kj 3

a b

P

[ d e

e V={a,b,c,de}
® Vi ={a,b};
o VQZ{C, d,e}
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Grafos Especiais

Considere um grafo G simples.

v
e e =y’
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Grafos Especiais

Considere um grafo G simples.

Grafo Complementar de G

é o grafo simples denotado por G¢ cujo conjunto de vértices é V(G) e no qual
dois vértices sao adjacentes sse ndo sao adjacentes em G.

e B e — Ty
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Grafos Especiais

Considere um grafo G simples.

Grafo Complementar de G

é o grafo simples denotado por G¢ cujo conjunto de vértices é V(G) e no qual
dois vértices sao adjacentes sse ndo sao adjacentes em G.

Exemplo 10. Grafos complementares

A
- e = = = ~
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Grafos Especiais

Relacdo entre G e G¢

Considere um grafo G simples. E vélida a seguinte igualdade
[E(G)I+[E(G)| = [E(Kn ), (1)

onde n = [V(G)|.
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Grafos Especiais

Relacdo entre G e G¢

Considere um grafo G simples. E vélida a seguinte igualdade
[E(G)I+[E(G)| = [E(Kn ), (1)

onde n = [V(G)|.

Exemplo 11. Caracterize o K¢,

K¢ é um grafo nulo com n vértices.
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Representacio Computacional

Considere um grafo G = ({vy,...,vin} {€1,..., en}).

Matriz de Adjacéncia

é uma matriz quadrada A = (ayj) de ordem m tal que ai; é o nimero de arestas
que unem os Vértices v; e Vj.

a be d

al0 1 1 0
b1 0 2 0
A:c 1 201
di0o 0 1 0

A
™ = - — — Tyt
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Representacio Computacional

Considere um grafo G = ({vy,...,vin} {€1,..., en}).

Matriz de Adjacéncia

é uma matriz quadrada A = (ayj) de ordem m tal que ai; é o nimero de arestas
que unem os Vértices v; e Vj.

O = O B2
[ R e e B
= -
o= oo B

v
e e b B S =yt
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Representacio Computacional

Observacdo 1. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo ndo
orientado G.

® A matriz A é simétrica;
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Representacio Computacional
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orientado G.

® A matriz A é simétrica;

® (Os elementos da diagonal principal de A s3o todos nulos sse, o grafo n3o
possui lacos;
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Representacio Computacional

Observacdo 1. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo ndo
orientado G.

® A matriz A é simétrica;

® (Os elementos da diagonal principal de A s3o todos nulos sse, o grafo n3o
possui lacos;

® Se o grafo n3o possui lagos, o grau de um vértice é dado pela soma dos
elementos de sua linha ou coluna correspondente.
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Representacio Computacional

Observacdo 1. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo n3o

orientado G.
® A matriz A é simétrica;
® (Os elementos da diagonal principal de A s3o todos nulos sse, o grafo n3o
possui lacos;
® Se o grafo n3o possui lagos, o grau de um vértice é dado pela soma dos
elementos de sua linha ou coluna correspondente.

Observacdo 2. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo orientado

G.

® A matriz A n3o é necessariamente simétrica;

22 de marco de 2021 21/29



Representacio Computacional

Observacdo 1. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo n3o

orientado G.
® A matriz A é simétrica;

® (Os elementos da diagonal principal de A s3o todos nulos sse, o grafo n3o
possui lacos;

® Se o grafo n3o possui lagos, o grau de um vértice é dado pela soma dos
elementos de sua linha ou coluna correspondente.

Observacdo 2. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo orientado

G.

® A matriz A n3o é necessariamente simétrica;

® O grau de saida do vértice v; é dado pela soma dos elementos da linha 1;
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Representacio Computacional

Observacdo 1. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo n3o

orientado G.
® A matriz A é simétrica;

® (Os elementos da diagonal principal de A s3o todos nulos sse, o grafo n3o
possui lacos;

® Se o grafo n3o possui lagos, o grau de um vértice é dado pela soma dos
elementos de sua linha ou coluna correspondente.

Observacdo 2. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo orientado

G.

® A matriz A n3o é necessariamente simétrica;

® O grau de saida do vértice v; é dado pela soma dos elementos da linha 1;
® O grau de entrada do vértice v; é dado pela soma dos elementos da coluna 1.

22 de marco de 2021 21/29



Representacio Computacional

Considere um grafo G = ({vy,...,vin} {€1,...,en}).

Matriz de Incidéncia

a sua matriz de incidéncia é uma matriz A = (aij) de ordem m x n tal que

0, e =vpvq, 1#P.q
aij =4 1, e =Vivk, K#1
2, ej = ViVi

No caso de digrafos sem lacos
0, e =vpvq, 1#P.q

aij = +1, €j = ViV
71' ej = ViVx
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Grafos Isomorfos

Dois grafos simples G e H dizem-se isomorfos

se existir uma bijeccdo 0 : V(G) — V(H), tal que uv € E(G) sse
O(u)0(v) € E(H).
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Grafos Isomorfos

Dois grafos simples G e H dizem-se isomorfos

se existir uma bijeccdo 0 : V(G) — V(H), tal que uv € E(G) sse
O(u)0(v) € E(H).

Invariantes do isomorfismo
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Grafos Isomorfos

Dois grafos simples G e H dizem-se isomorfos

se existir uma bijeccdo 0 : V(G) — V(H), tal que uv € E(G) sse
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Grafos Isomorfos

Dois grafos simples G e H dizem-se isomorfos

se existir uma bijeccdo 0 : V(G) — V(H), tal que uv € E(G) sse
O(u)0(v) € E(H).

Invariantes do isomorfismo
Grafos isomorfos tém:

® 0 mesmo numero de vértices;
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Grafos Isomorfos

Dois grafos simples G e H dizem-se isomorfos

se existir uma bijeccdo 0 : V(G) — V(H), tal que uv € E(G) sse
O(u)0(v) € E(H).

Invariantes do isomorfismo
Grafos isomorfos tém:
® 0 mesmo numero de vértices;

® 0 mesmo nlmero de arestas;
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Grafos Isomorfos

Dois grafos simples G e H dizem-se isomorfos

se existir uma bijeccdo 0 : V(G) — V(H), tal que uv € E(G) sse
O(u)0(v) € E(H).

Invariantes do isomorfismo

Grafos isomorfos tém:
® 0 mesmo numero de vértices;

® 0 mesmo nlmero de arestas;

® 0s mesmos graus dos vértices;
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Gy Go
4 8 8
[E]| 12 12
Graus | 3,3,3,3,3,3,3,3 | 3,3,3,3,3,3,3,3

Grafos Isomorfos
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Grafos Isomorfos

Um isomorfismo entre G; e Go:

I.I‘ \ls

ug Uy

up v

Uy Uy
§ G

® O(vi) =ug; O(v2) =us
® O(vs) =up; B(ve) = us
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Grafos Isomorfos

Um isomorfismo entre G; e Go:

I.I‘ \ls

ug Uy

up v

Uy Uy
§ G

® 0(vi) = ug; 0(v2) =us O(vs) = uy; O(ve) = us
® O(vg) =us; O(vs) =4
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Grafos Isomorfos

Um isomorfismo entre G; e Go:
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Grafos Isomorfos

Observacdo: Os invariantes do isomorfismos s3o condicdes necessarias

mas nao suficientes.

contraexemplo: G; e G n3o isomorfos.

Gy Go
e “ V] 5 5
[E| 6 6

Graus | 2,2,2,3,3 | 2,3,3,2,2
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